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En  este  trabajo  se expone  una  metodología  de  varias  etapas  para  determinar,  con  mínimo  esfuerzo
computacional  el factor  de  carga  crítico  que  produce  el fenómeno  de  inestabilidad  local  de  abolladura  de
las paredes  de  los perﬁles  tipo doble-T.  Para  ello,  se estudia  a  nivel  local  como  placa  delgada  cada  una  de
las paredes  que  forman  el  perﬁl.  Se  constata  que  es suﬁciente  con  analizar  las zonas  más  solicitadas  (alas
y alma)  de  la  estructura.
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factor  which  produces  the  instability  of  the  walls  of  double-T  sections  is  proposed  in  this work.  For  this
purpose,  each  wall  of  the cross-section  studied  in a  local  level  as  a thin  plate.  It  is  ratiﬁed  that  it  is  enough
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Para los elementos estructurales en los que el esfuerzo pre-
ominante es el momento ﬂector el mejor aprovechamiento del
aterial se consigue cuando el fallo en el mismo  se produce por
gotamiento de su capacidad resistente. Sin embargo, también debe
onsiderarse la posibilidad de fallo por pandeo local de los elemen-
os que conforman la viga, es lo que se conoce como fenómeno de
bolladura[19,22,23,26].
Las secciones transversales de los elementos a ﬂexión bus-Cómo citar este artículo: M.  Cacho-Pérez, A. Lorenzana Ibán, Abolla
métodos numér. cálc. diseño ing. 2016. http://dx.doi.org/10.1016/j.rim
an maximizar el valor de su módulo resistente para reducir
l valor de las tensiones y desplazamientos máximos. Por estos
otivos son muy  adecuadas y se emplean con frecuencia las
∗ Autor para correspondencia.
Correos electrónicos: cacho@eii.uva.es (M.  Cacho-Pérez), ali@eii.uva.es
A. Lorenzana Ibán).
http://dx.doi.org/10.1016/j.rimni.2016.01.001
213-1315/© 2016 CIMNE (Universitat Politècnica de Catalunya). Publicado por Elsevi
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).secciones tipo doble-T u otras de pared delgada, bien sean abiertas
o cerradas[20,21].
Por lo tanto, resulta de gran interés el estudio de placas planas
cargadas en su plano, pues es el caso del alma y de las alas de vigas
y pilares de este tipo de perﬁl y ya que la mayoría de los elemen-
tos estructurales se pueden considerar formados por un conjunto
de placas planas. De esta manera, cuando una placa se encuentra
sometida a esfuerzos de compresión, ﬂexión, cortante o combina-
ción de ellos, puede que se produzca el fallo local por pandeo antes
de cualquier otro tipo de fallo.
Timoshenko (1921) fue el primero en presentar una solución
para el pandeo local de placas rectangulares simplemente apoya-
das en sus cuatro bordes sometidas a cortante. Lo hizo aplicando el
método energético, el cual resultó ser una excelente herramientadura de estructuras de barras de sección tipo doble-T, Rev. int.
ni.2016.01.001
para resolver un problema que no podía ser resuelto analítica-
mente como problema de autovalores. En an˜os posteriores diversos
investigadores como Southwell y Skan, Seydel, Stein y Neff, Galam-
bos y otros, continuaron con esas investigaciones para obtener
er España, S.L.U. Este es un artículo Open Access bajo la licencia CC BY-NC-ND
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ensiones críticas de abolladura más  precisas y teniendo en cuenta
as diferentes condiciones de contorno de los paneles.
Todas las expresiones deducidas por estos investigadores se
undamentan en que existe una perfecta proporcionalidad entre
ensiones y deformaciones de acuerdo a la ley de Hooke generali-
ada. Sin embargo, estas condiciones se sobrepasan en situaciones
e disen˜o usuales de las estructuras metálicas.
Al contrario del caso del estudio del pandeo de la pieza pris-
ática aislada sometida a compresión axil, no existe una teoría
eneral que estudie el comportamiento de las placas en estas con-
iciones proporcionando unas relaciones de fácil manejo para el
isen˜o, por ello en lugar de usar teorías más  rigurosas como la de
towell (1948), que utiliza un diagrama tensión-deformación curvo
on resultados que se ajustan bien a los de los ensayos, se preﬁere
n general emplear teorías simpliﬁcadas como la de Bleich (1952).
Mientras que en la columna con carga axial la diferencia entre
a carga de pandeo y su resistencia posterior es tan pequen˜a que la
arga de pandeo se puede considerar su límite resistente, en el caso
e las placas la resistencia post-pandeo puede ser mucho mayor
ue su carga precrítica. La placa presenta, a diferencia del caso de la
olumna aislada, un comportamiento totalmente distinto al alcan-
ar su carga de pandeo, ya que con el aumento de sus deformaciones
 desplazamientos modiﬁca su comportamiento mecánico al apa-
ecer en ella el efecto membrana. Por este efecto forma se produce
na redistribución de los esfuerzos con la aparición de las fuer-
as estabilizadoras de membrana, permitiendo a la placa recuperar
u estabilidad en una nueva conﬁguración deformada. Si se siguen
umentando las cargas, la placa en su nueva situación plastiﬁca en
as zonas donde su estado tensional es máximo hasta alcanzar su
esistencia última[24,25].
En cuanto a la inﬂuencia de los rigidizadores longitudinales,
iversos han sido los autores que han propuesto soluciones para
a variación del coeﬁciente de abolladura en función del tipo y
úmero de rigidizadores empleados (Crate y Lo (1948), Hoglund
1977) o Beg (2003)). Finalmente, autores como Lee et al. (1996) o
strada (2005), han estudiado también factores como la inﬂuen-
ia del grado de empotramiento que proporcionan las alas en
unción de los espesores de alas y almas, proponiendo expre-
iones que toman como base a los resultados clásicos citados
nteriormente[18].
Por lo tanto, queda claro que los problemas asociados al fenó-
eno de pandeo en elementos estructurales de acero son a veces
a causa más  importante de fallo mecánico[1,3,4,7,9], sobre todo
oy día, que el material cada vez es más  resistente y las estructuras
royectadas cada vez más  esbeltas.
La formulación matricial del Método Directo de Rigidez (MDR)
e estructuras de barras para el caso de no linealidad geométrica
n hipótesis de linealidad material facilita la estimación de la carga
rítica de pandeo global teórica de forma sistemática con la ayuda
el ordenador[10–13]. Sin embargo, lógicamente no permite nin-
ún tipo de comprobación sobre la posible inestabilidad local de
os elementos que forman los perﬁles de tipo doble-T, las alas y el
lma, de las estructuras analizadas. Entre otros motivos, porque la
ipología estructural necesaria para realizar dicho análisis es otra,
ipo placa en lugar de tipo barra[6,15–17].
Por este motivo, es muy  interesante y es el objetivo de este
rabajo llevar a cabo dicha comprobación a partir de los resulta-
os disponibles tras un análisis matricial del sistema estructural de
arras, desplazamientos y esfuerzos a nivel de sección. Y mediante
a teoría de Resistencia de Materiales pasar dichos resultados como
ondiciones de contorno al problema de placas, con el ﬁn de poder
stimar el valor del factor crítico de carga que provoca el fenómenoCómo citar este artículo: M.  Cacho-Pérez, A. Lorenzana Ibán, Abolla
métodos numér. cálc. diseño ing. 2016. http://dx.doi.org/10.1016/j.rim
e abolladura[2,5,8,14].
Este trabajo se ha organizado de la manera siguiente: en primer
ugar, tras esta introducción, se presenta la metodología empleada.
 continuación, se muestran varios ejemplos de aplicación y en elFigura 1. Perﬁl laminado serie IPE.
último apartado se presentan las principales conclusiones obteni-
das.
2. Metodología
Se pretende realizar la comprobación a pandeo local de los
elementos más  comprometidos de cualquier sistema espacial de
barras de perﬁl tipo doble-T. Se asume comportamiento elástico-
lineal del material y se adopta un estado proporcional de carga,
siendo  dicho factor de proporcionalidad. Para alcanzar dicho obje-
tivo se establece la siguiente metodología:
1) Análisis lineal de la estructura. La estructura se modela con ele-
mentos tipo barra esbelta y se resuelve mediante MDR. Así, se
obtienen los grados de libertad de la estructura, desplazamien-
tos y giros desconocidos en los nudos para el valor nominal de
las cargas ( = 1).
2) Análisis de estabilidad. Se realiza un análisis no lineal del modelo
de barras para calcular el factor de carga crítico de pandeo global
(cr,1) y se determina la correspondiente carga crítica asociada
a los posibles modos de pandeo del elemento tipo barra: pan-
deo por ﬂexión, pandeo por ﬂexión y/o torsión, pandeo lateral o
vuelco, etc.
3) Se pasa del modelo de barras al modelo de placas para analizar
el elemento más  solicitado de la estructura frente a posible abo-
lladura. Para lo cual se trasladan ciertos resultados del modelo
de barras obtenidos en el primer análisis, como condiciones de
contorno en desplazamientos del modelo de placas.
4) Análisis para obtener los esfuerzos en el modelo de placas.
5) Análisis no lineal del modelo de placas, para estimar las car-
gas críticas asociadas al pandeo local (cr,2) del elemento más
solicitado.
3. Resultados y discusión
A continuación se muestran varios ejemplos a los que se aplica
la metodología de este trabajo. Los dos primeros ejemplos a modo
de validación del método y un tercer ejemplo de aplicación.
Para todos los cálculos los datos son:dura de estructuras de barras de sección tipo doble-T, Rev. int.
ni.2016.01.001
longitud (L = 4 m), sección tipo doble-T
(h = 300 mm, b = 150 mm, e1 = 10.7 mm, e = 7.1 mm), corres-
ponde al perﬁl comercial IPE300 (véase ﬁg. 1), de acero(
E = 2.1 · 1011 Pa,  = 0.3, y = 275 MPa
)
.
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.1. Ejemplo 1. Abolladura del ala comprimida
El primer ejemplo objeto de estudio es un pilar empotrado-
ibre sometido a un momento concentrado de valor M0 = 105 N · m
n su extremo libre. Para el valor nominal de las cargas ( = 1) se
leva a cabo un análisis lineal de la estructura mediante un modelo
e barras 3D (se emplean 16 elementos) y se obtiene entre otros
esultados un desplazamiento máximo de valor ıMAX = 0.0456 m.  A
ontinuación se realiza un análisis de estabilidad global del modelo
e barras, que considera ﬂexión según ambos planos y torsión no
niforme, y tras el análisis del equilibrio en la conﬁguración defor-
ada se obtiene un valor crítico del factor de carga de cr,1 = 0.63,
ue corresponde al nivel de carga que provoca el pandeo global o
uelco de la estructura. Del análisis lineal se conocen los grados de
ibertad de toda la estructura, por lo tanto se malla el pilar con ele-
entos tipo placa (4x4, 16 elementos placa por pared del perﬁl, dos
las y el alma, en total 48 elementos placa) y se pasan los resultados
e desplazamientos y giros del modelo de barra 3D al modelo placa,
on objeto de determinar los esfuerzos de tipo placa. Por último, se
ace un análisis no lineal del modelo placa para estimar a qué nivel
e carga se pueden producir inestabilidades locales y se comprueba
ue para un factor de carga de cr,2 = 11.45 se produce la abolladura
l ala comprimida tal y como puede verse en la ﬁg. 2.
A modo de comprobación, se ha resuelto el problema con elCómo citar este artículo: M.  Cacho-Pérez, A. Lorenzana Ibán, Abolla
métodos numér. cálc. diseño ing. 2016. http://dx.doi.org/10.1016/j.rim
rograma comercial de elementos ﬁnitos Simulation Mechanical
015 de Autodesk (abreviado ASM), para ello se ha mallado el pilar
ompleto con elementos placa (plate del software indicado), se ha
mpleado un total de 1218 elementos y se ha obtenido un valorFigura 3. Abolladura del alma.
crítico del factor de carga de ASMcr,2 = 11.45 para el fenómeno de
inestabilidad por abolladura del ala.
3.2. Ejemplo 2. Abolladura del alma por cortadura
El segundo ejemplo corresponde a un pilar empotrado-libre
sometido a una carga transversal puntual de valor P0 = 105 N en
su extremo libre. Del análisis lineal se obtiene un desplazamiento
máximo de valor ıMAX = 0.122 m (se emplean 16 elementos) y del
análisis de estabilidad global se obtiene un valor crítico del factor
de carga de cr,1 = 1.40, que corresponde al nivel de carga que pro-
voca el pandeo con deformaciones de ﬂexión y/o torsión. Ahora,
se malla el pilar con elementos tipo placa (16x4, 16 elementos
placa en dirección longitudinal por 4 en dirección transversal y por
pared del perﬁl, en total 192 elementos placa) y se lleva a cabo un
análisis lineal del modelo placa para determinar los esfuerzos. A
continuación, tras el análisis de estabilidad, se estima que el nivel
de carga que puede producir inestabilidad local es de cr,2 = 3.41 y
corresponde a la abolladura del alma (véase la ﬁg. 3).
De nuevo, y a modo de comprobación, se ha resuelto el problema
con el programa ASM (se ha empleado un total de 1218 elementos)
y se ha obtenido un valor crítico del factor de carga de ASMcr,2 = 3.42
para el fenómeno de inestabilidad por abolladura del alma.
3.3. Ejemplo 3. Pórtico espacialdura de estructuras de barras de sección tipo doble-T, Rev. int.
ni.2016.01.001
Como ejemplo de aplicación se resuelve una estructura espacial
de barras tipo pórtico 3D (ﬁg. 4). Las cargas aplicadas se suponen
concentradas de valor (P). Se asume que todas las barras tienen la
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isma  longitud (L), las bases de los pilares están perfectamente
mpotradas y todos los nudos son rígidos. Todas las barras son de
erﬁl tipo IPE300 y su disposición espacial es la que se indica.
Para resolver este problema lo primero que se lleva a cabo es
n análisis lineal de la estructura, modelo de barras (se emplean
6 elementos/barra), mediante MDR  y se obtienen los grados de
ibertad de la estructura, desplazamientos y giros desconocidos en
os nudos. Para el valor nominal de carga
(
P0 = 105 N;  = 1
)
se
btiene un desplazamiento máximo de valor ıMAX = 0.0219 m.
En segundo lugar, se realiza un análisis de inestabilidad del
odelo de barras para calcular el factor de carga crítico de pandeo
lobal cr,1 = 2.08 y determinar la correspondiente carga crítica.
A continuación, se pasa del modelo de barras al modelo de pla-
as para analizar el pilar más  solicitado. Para ello, se trasladan losCómo citar este artículo: M.  Cacho-Pérez, A. Lorenzana Ibán, Abolla
métodos numér. cálc. diseño ing. 2016. http://dx.doi.org/10.1016/j.rim
esultados del modelo de barras obtenidos en el primer análisis
omo condiciones de contorno en desplazamientos del modelo de
laca. Con el modelo placa se hace un análisis lineal para obtener
os esfuerzos de placa y después un análisis de inestabilidad para
igura 5. Pórtico 3D. Abolladura del alma.
asociado al valor crítico del factor de carga cr,2 = 10.83). PRESS
 numér. cálc. diseño ing. 2016;xxx(xx):xxx–xxx
estimar las cargas críticas asociadas al pandeo local. Se emplea una
malla de 16x4 elementos placa por pared del pilar analizado (las
dos alas y el alma), por lo tanto se emplean 16 elementos placa en
dirección longitudinal por 4 en dirección transversal y por pared
del perﬁl, en total 192 elementos placa. Se estima un valor crítico
del factor de carga de cr,2 = 10.78 para el fenómeno de abolladura
del alma del pilar analizado.
También para este ejemplo de aplicación se ha querido contras-
tar los resultados con los obtenidos con software ASM de elementos
ﬁnitos. Para ello se ha mallado toda la estructura con elementos
placa (se emplean un total de 9476 elementos) y el programa estima
que la abolladura del alma del pilar más  solicitado (véase la ﬁg. 5)
se produce para un valor del factor de carga de ASMcr,2 = 10.83, valor
muy  próximo al estimado con la metodología de este trabajo.
Por lo tanto, para el pórtico 3D analizado se comprueba que la
metodología de este trabajo permite contar con una herramienta
útil para la comprobación del fenómeno de inestabilidad local que
corresponde a la posibilidad de abolladura del alma del pilar más
solicitado.
4. Conclusiones
La principal conclusión consiste en que este trabajo permite
analizar un fenómeno de inestabilidad tan complejo como es la
abolladura de este tipo de perﬁles mediante una metodología sen-
cilla, con mínimos requerimientos computacionales disponibles en
cualquier oﬁcina técnica.
Por lo tanto, es suﬁciente discretizar la estructura mediante ele-
mentos barra 1 D y emplear un sencillo método matricial (MDR)
para resolver la estructura y posteriormente, en la siguiente etapa
del análisis, calcular y comprobar la inestabilidad local de los ele-
mentos estructurales aisaldos mediante la metodología expuesta
en este trabajo.
Anexo. Formulación de placa delgada
Para el análisis del fenómeno de abolladura, se emplea la teo-
ría de placas delgadas (de Kirchhoff) con posibilidad de grandes
desplazamientos [17]. La hipótesis fundamental de dicha teoría
consiste en despreciar los efectos de las deformaciones transver-
sales en base al pequen˜o espesor de la placa.
En base a esta hipótesis, se pueden expresar los desplazamientos
de cualquier punto material de la placa como sigue:
u =
⎛
⎝ uv
w
⎞
⎠− z
⎛
⎜⎝
x
y
0
⎞
⎟⎠ (1)
De tal forma que las deformaciones de Green-Lagrange no nulas
del modelo de placas son:
⎛
⎜⎝
Exx
Eyy
2Exy
⎞
⎟⎠ =
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
u,x +
1
2
(w,x)
2
v,y +
1
2
(
w,y
)2
u,y + v,x + w,xw,y
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠− z
⎛
⎜⎝
w,xx
w,yy
2w,xy
⎞
⎟⎠ = Ep − z · Kbdura de estructuras de barras de sección tipo doble-T, Rev. int.
ni.2016.01.001
(2)
donde Ep son las deformaciones de membrana en el plano y Kb
representa los cambios de curvatura por ﬂexión.
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[igura 6. Elemento placa normalizado (4 nodos, 5 grados de libertad/nodo).
atriz de rigidez tangente
La expresión de interés de la matriz de rigidez tangente se indica
 continuación (ﬁg. 6):
KT )˛ˇ =
((
KpM
)
˛ˇ
(
KLM
)
˛ˇ(
KLM
)T
˛ˇ
(
KbM + KLG
)
˛ˇ
)
; ˛,  ˇ = 1. . .4 (3)
onde cada submatriz tiene por expresión:
(
KpM
)
˛ˇ
= ab
∫ 1
−1
∫ 1
−1
(
Bp˛
)T
DpBp
ˇ
dd; ˛,  ˇ = 1. . .4
(
KbM
)
˛ˇ
= ab
∫ 1
−1
∫ 1
−1
(
Bb˛
)T
DbBbˇdd; ˛,  ˇ = 1. . .4
(
KLM
)
˛ˇ
= ab
∫ 1
−1
∫ 1
−1
(
Bp˛
)T
DpBLˇdd; ˛,  ˇ = 1. . .4
(
KLG
)
˛ˇ
= ab
∫ 1
−1
∫ 1
−1
GT˛
(
Tx Txy
Txy Ty
)
Gˇdd; ˛,  ˇ = 1. . .4
(4)
 se deﬁne como:
Dp = E · t
1 − 2
⎛
⎝ 1  0 1 0
0 0 (1−)⁄2
⎞
⎠ Db = t2
12
Dp
B˛ =
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
a
N˛, 0
0
1
b
N˛,
1
b
N˛,
1
a
N˛,
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ B
L
˛ =
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
a
w, 0
0
1
b
w,
1
b
w,
1
a
w,
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠G˛
G˛ =
⎛
⎝Nw˛,x Nx˛,x Ny˛,x
Nw˛,y N
x
˛,y N
y
˛,y
⎞
⎠ =
⎛
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1
a
Nw˛,
1
a
Nx
˛,
1
a
N
y
˛,
1
b
Nw˛,
1
b
Nx˛,
1
b
N
y
˛,
⎞
⎟⎠
(5)
Es importante indicar que el término BL˛ supone un aco-
lamiento entre el comportamiento de membrana y de ﬂexiónCómo citar este artículo: M.  Cacho-Pérez, A. Lorenzana Ibán, Abolla
métodos numér. cálc. diseño ing. 2016. http://dx.doi.org/10.1016/j.rim
e la placa, debido a la no linealidad geométrica del problema
lanteado.
Por último, se deﬁnen los esfuerzos de placa, fuerzas de mem-
rana (Tp) y momentos ﬂectores (Mb):
[
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Tp =
⎛
⎜⎝
Tx
Ty
Txy
⎞
⎟⎠ = ∫ t⁄2
−t⁄2
 · dz =
∫ t⁄2
−t⁄2
⎛
⎜⎝
xx
yy
xy
⎞
⎟⎠dz (6)
Mb =
⎛
⎜⎝
Mxx
Myy
Mxy
⎞
⎟⎠ = −∫ t⁄2
−t⁄2
 · z · dz = −
∫ t⁄2
−t⁄2
⎛
⎜⎝
xx
yy
xy
⎞
⎟⎠ · z · dz (7)
donde t es el espesor de la placa.
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